Interferente intre Mecanica si Geometrie
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Utilizarea ideilor din Mecanica pentru deducerea unor rezultate din Matem-
aticd are o lunga traditie si poate cel mai cunoscut fapt in aceastd directie este
concurenta medianelor intr-un triunghi prin considerente de Statici (mai precis,
de centre de greutate). Acest precept (de a valida ce se observa experimental)
s-a bucurat de o mare popularitate in secolele precedente si a condus intr-adevar
la rezultate spectaculoase. Matematica zilelor noastre, degi recunoaste rolul in-
tuitiei in formularea diferitelor rezultate, valideaza numai acele rezultate pentru
care sunt cunoscute demonstratii riguroase. Utilizarea intuitiei in deducerea
unei demonstratii are insd intotdeauna un farmec aparte, care face ca emotia
creatiel matematice sa fie aidoma creatiei artistice. Problema care apare este
aceea de a transpune in limbajul si tehnicile matematicii fapte care apar foarte
departate de aceasta, dar de care suntem incredintati ca sunt adevarate.

Sa ilustram aceasta in cazul urmatoarelor doua propozitii:

(M) Orice sistem de trei puncte materiale are un centru de greutate.

(G) In orice triunghi, medianele au un punct comun.

Acceptand ci spatiul fizic este identic cu spatiul geometric, atunci cele doua
propozitii sunt echivalente. Acest fapt, care ne este cunoscut incé din timpul
lui Arhimede, s-a bucurat de-a lungul timpului de o mare atentie din partea
oamenilor de gtiintd, care l-au extins in diferite moduri, obtinand interpretari in
Mecanica ale diferitelor enunturi din Geometrie gi invers. Bineinteles, Gazeta
Matematicd a fost gazda a numeroase articole pe aceasta tema si trebuie sa
notam in primul rand contributia acad. Caius
Tacob, excelent rezumatd in cartea sa [7]. Motivatia sa a fost de ordin superior,
militdnd pentru reorientarea invatamantului matematic roméanesc catre proble-
mele matematicii aplicate, incepand cu reintroducerea notiunilor matematice
legate de Mecanica (vitezd, acceleratie, vector, functie vectoriald, ecuatii difer-
entiale g.a.m.d.).

Inspirati de legea parghiei, din Staticd, vom indica o demonstratie a lui
(M) care valorificd ideea lui (M) = (G). Abordarea noastri este o variantd
a calculului baricentric, dar diferd de acesta printr-o mai clard evidentiere a
structurilor algebrice implicate. Mentiondm ca in Roménia calculul baricentric
a avut ca promotor pe regretatul Cezar Cognitd ([2], [3]). Recenta introducere
a problematicii vectorilor in matematica de liceu va contribui fard doar si poate
la reconsiderarea mai vechilor rezultate pe aceastd tema.
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Consideram spatiul n- dimensional cu ponderi, adicid produsul cartezian:
M™ = (R" x (0,00)) U{(0,0)},

care poate fi interpretat fizic ca spatiul punctelor materiale X = (x,m), unde x
reprezintd pozitia punctului X, iar m reprezintd masa sa.

Ad&ugarea punctului (0, 0) are ratiunea de a putea indica pe M™ o structurd
algebrica rezonabila. Ea este generata de operatia:

ax + by o
(a)o(b) =] atp  H oFPAO
(0,0) dacd a+b=0

de luare a baricentrului celor doud puncte (z,a) si (y,b). In interpretarea lui
M™ ca spatiu material, baricentrul punctelor (z,a) si (y,b) coincide cu centrul
lor de greutate.

Teorema 1. M"™ constituie wn semigrup comutativ in raport cu operatia
®.

Demonstratie. Verificare directd, f&rd probleme. Punctul (0,0) constituie

elementul neutru pentru operatia ®. QED

Teorema 1 este cunoscuta in esenta sa de foarte multd vreme, dar nu ast-
fel exprimata. Pentru o comparatie cu abordarea contemporani a chestiunii,
cititorul poate consulta articolul [11], care reflectd fidel acel punct de vedere.

Faptul cd operatia & este asociativa si comutativa conduce imediat la definitia
inductiva a baricentrului X al oricarei configuratii { X1, ..., X,,} de puncte din

M™:
Xa=X;, dacda m=1
si:
Xeg=X1®0...9X,,, daca m > 2.

Existenta baricentrului are semnificatia unui rezultat de concurentd a unor
anumitor linii. Intr-adevir, X¢ = X; @ (X2 @ ... @ X,,,) conduce la faptul
cd pozitia lui X se afli pe segmentul care uneste pozitia lui X4, cu pozitia
baricentrului subconfiguratiei (Xo,...,X,,), ,opuse® lui X;. Prin permutari,
deducem c& baricentrul se afli pozitionat pe toate aceste segmente. Este clar,
procedand prin inductie matematicd, urmatorul fapt de convexitate:

Corolarul 1. Pozitia baricentrului oricirei configuratii (X1, ..., X,,) de puncte
din spatiul M™ apartine acoperirii convexe a varfurilor acestei configuratii.

Aplicatii la concurenta liniilor in triunghi. Fie triunghiul A, avand
pozitiile varfurilor X 4, Xp, X, unghiurile la varf de marime A, B, C si lungim-
ile laturilor opuse acestora respectiv a, b, c. Notdm cu p semiperimetrul triunghi-
ului, cu r raza cercului inscris si cu R raza cercului circumscris.

Centrul G de de greutate al triunghiului se definegte ca punctul de intersectie
al medianelor. Existenta lui G rezultd din Teorema 1, analizdnd baricentrul



al configuratiei:
{(XAa 1)7 (XB7 1)? (XCa 1)}

(care din punct de vedere Static corespunde atagirii masei unitate fiecirui varf).
Baricentrul acestei configuratii este punctul v = (G, 3) din M? definit de relatia:

(G,3) = (Xa,1) @ (Xp,1) ® (Xc, 1).

Deoarece
(XBa 1) S (XCH 1) = (MAa 2)a

unde M 4 reprezinta mijlocul laturii XpX¢, si:
(Xa, e p De(Xe,1)=(Xa, Do (X, 1)@ (Xo, 1)) = (Xa,1) ® (Ma, 2),

rezultd cd G este situat pe mediana din X4 a triunghiului A, la 2/3 de varf gi
la 1/3 de bazi.

Permutand factorii sumei ce defineste pe v, deducem cid G se afla si pe
celelalte mediane ale triunghiului.

Diferitele teoreme din Geometrie (vezi de exemplu [9]) ne permit utilizarea
Teoremei 1 pentru demonstrarea (in aceeagi manierd ca mai sus) a concurentei
a numeroase tipuri de linii remarcabile in triunghi.

Centrul I al cercului inscris este dat de baricentrul configuratiei:

{(Xa,0a),(Xp,b), (Xc, 0)}.
Punctul K al lui Lemoine este dat de baricentrul configuratiei:
{(Xa,0®), (X5, %), (Xc, )}
Punctul N al lui Nagel este dat de baricentrul configuratiei,
{(Xa.p—a),(Xp,p—b),(Xc,p—c)}.

Punctul T' al lui Gergonne este dat de baricentrul configuratiei:

((5asts) (o 5) (32

Centrul O al cercului circumscris (in cazul cnd triunghiul A este ascuti-
tunghic) este dat de baricentrul configuratiei:

{(X4,sin2A),(Xp,sin2B), (X¢,sin2C)}.

Ortocentrul H (in cazul cand triunghiul A este ascutitunghic) este dat de
baricentrul configuratiei:

{(Xa,tgA), (XB,tgB), (Xc,tgC)}.

Multe din observatiile de mai sus se extind la cazul configuratiilor din M"
cu modificdri evidente. Spre exemplu, in cazul tetraedrelor din R3, centrul sferei



inscrise apare ca baricentrul varfurilor, cu mase egale cu ariile fetelor opuse. In
articolul [13], urm&torul fapt geometric este motivat prin inexistenta migcarii
perpetue: Nu existd nici un poliedru convex al carui baricentru sa se proiecteze
pe planul oricarei fete in exteriorul acesteia. Cititorul este invitat a deduce
acest fapt din Teorema 1 de mai sus.

Principala relatie metricé vis-a-vis de configuratiile de puncte din M™ este
aceea stabilitd de G. W. Leibniz si pusd ulterior de J. L. Lagrange ([8]) intr-o
form& mai generald si mai avantajoasi (prin considerarea punctelor cu ponderi
diferite gi exprimand ultimul termen direct in termenii configuratiei):

Teorema 2 (Relatia Leibniz-Lagrange). Fie in M™ configuratia
{(z1,m1),...,(xr,m)},

avdnd pozitia baricentrului in xg. Atunci pentru orice punct z din spatiul R™
are loc relatia:

Z myd(z, z)? (Leibniz) (Z mk> d(z,zg)* + Z mrd(zc, zx)’
k=1 k=1

k=1
(LagT:ange) 27’: mp d(z, xG)Q + ; Zmzmjd(x“ xj)2
mi+ ...+ m, ~—~
k=1 i<j
Aici d(u,v) desemneazd distanta dintre v = (a1,...,a,) si v = (b1,...,by)

masurata in norma euclidiand pe R”, adica:

d(u,v) =llu—v|| =vV<u—v,u—v>= Z |ax — by |?.
1<k<n

Abordarea lui Lagrange este subordonata studiului dinamicii solidelor rigide
si este reluatd de academicianul Caius lacob intr-o suitd de articole din Gazeta
Matematicd si apoi in cartea sa [7], unde discutd legdtura unor rezultate de
Geometrie si Mecanicd, demonstrand prevalenta Teoremei 2.

Teorema 2 (in forma lui Lagrange) este demonstratd in cazul configuratiilor
constituite din trei puncte de citre Viorel Bandild ([1]), care o numeste relatia
lui Leibniz generalizata. S& notdm cd demonstratia sa foloseste numai cunost-
inte de geometrie sinteticd (relatia lui Stewart gi teorema lui Van Aubel). El
utilizeaza acest caz special pentru a detalia calculul distantelor dintre princi-
palele puncte remarcabile ale unui triunghi si pentru a deduce pe aceastd baza
numeroase inegalitati clasice; printre altele, formula lui Leibniz si, respectiv, a
lui Euler:

OGQ:R%é( 2102+ P,

OI” = R(R — 2r),
precum si inegalitatile atagate lor:

IR?> > a® + b+ %, R>2r,



inclusiv observatia ci fiecare dintre aceste inegalititi devine egalitate numai
in cazul triunghiurilor echilaterale. Aparent, Bandild nu a cunoscut evolutia
istorica a Teoremei 2, dar articolul sdu are meritul de a sublinia, pentru publicul
roméanesc, natura comund a unei largi suite de relatii geometrice in triunghi.

Esenta Teoremei 2 este aceea de generalizare a identitdatii paralelogramulus.
Intr-adevir, in cazul cand r = 2 si z este originea spatiului R™, Teorema 2 ne
spune ca:

1 1
ol + lfoall* = S ko + aall? + 521 = ol

Pe de alta parte, demonstratia Teoremei 2 se reduce la un simplu calcul alge-
bric, exprimand pétratele distantelor cu ajutorul produsului euclidian (tehnica
standard de demonstratie a identitatii paralelogramului); putem simplifica putin
calculul folosind invarianta la translatie a normei euclidiene:

d(u,v) =d(u —w,v —w), Yu,v,w € R"

ceea ce ne permite sa reducem rationamentul la cazul cand z = 0.

Bazat pe Teorema 2 are loc urmatorul rezultat variational, care in cazul
configuratiilor de trei puncte cu mase egale este cunoscut sub numele de teorema
lui Fagnano (cf. [7], p. 154):

Corolarul 2. Fie, in M™, configuratia {(x1,m1),...,(x.,my)}, avdnd poz-
itia baricentrului in xg. Atunci pentru orice punct z din spatiul R™ are loc
relatia:

T 1
inf Z myd(z, 1) = ———— Z mim;d(z;, z;)*
<Jj

ml—l—...—i-mTi

infimumaul fiind atins in punctul z = zg (§i doar in acest punct).
Aceeasi abordare conduce si la o altd variantd a Teoremei 2, care general-
izeaza identitatea lui Hlawka:

Teorema 3. Fie, in M*, (n>3), configuratia {(x1,m1),...,(x,m,)}. Atunci,
pentru orice punct z din spatiul R™, are loc relatia:

Z(—l)k Z (mil +"'+mik)kd(Z’P{(:Eil,m¢1)7.-.,(wik,m¢k)})2] =0.

k=1 11 <...<ig

Am notat cu Pp pozitia baricentrului configuratiei P.

Demonstratie. Folosind invarianta distantei euclidiene la translatie ne
putem reduce la situatia cand z = 0. Mai departe, cazul r = 3 revine la un
calcul direct, expriméand totul cu ajutorul produsului scalar. Cazul general se
trateaza prin inductie. QED

In cazul cand r = 3 i punctele au ponderi egale cu unitatea se obtine
urmatorul rezultat clasic:

Corolarul 3. (Identitatea lui Hlawka [6]). Oricare ar fi punctele z,y, z din
R™ are loc relatia:

[zl + 1yl + (2117 = [l +yll* = lly + 21> = llz + 2|* + |lz + y + 2* = 0.



Identitatea lui Hlawka conduce la inegalitatea:
llzll + 1yl + 2l = e + yll = lly + 2l = llz + 2l + [lz +y + 2] = 0

(cf. H. Hornich [6]), care a fost ulterior generalizatd de binecunoscuta inegali-
tate a lui T. Popoviciu ([11], [5]) pentru functiile convexe.

Intr-un articol recent, T. Needham ([10]) di o motivatie simpls, bazatd pe
centre de greutate si pentru inegalitatea lui Jensen, astfel ca cititorul va con-
cluziona ca existd o legdturd speciald intre diferitele rezultate din Staticd si
acelea din teoria Convexitatii.

Putem si ne intrebam in ce méasura depind rezultatele de mai sus de consid-
erarea normei euclidiene pe R”. Intrucat Teorema 2 si identitatea lui Hlawka
implica identitatea paralelogramului, un rezultat clasic al lui Jordan si von Neu-
mann (vezi de exemplu [4], pp. 141-142), ne aratd ci orice structurd de spatiu
vectorial normat pe R™ pentru care aceste rezultate au loc, difera de structura
euclidiani doar printr-o izometrie liniard. In schimb, ele pot fi generalizate fira
probleme (utilizand calculul integral) pentru configuratii nu neapirat discrete.
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